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НОВІ ІНТЕГРАЛИ З r -УЗАГАЛЬНЕНОЮ ГІ-
ПЕРГЕОМЕТРИЧНОЮ ФУНКЦІЄЮ ГАУCСА 
Вступ 
Гіпергеометричні функції відіграють особ-
ливо важливу роль і в теорії спеціальних функ-
цій, і при розв’язанні широкого класу задач 
різних галузей прикладної математики, фізики 
тощо. Гіпергеометричні функції були предме-
том дослідження багатьох математиків протя-
гом більше двох сторіч. Тут треба відзначити 
праці Гаусса [1], Куммера [2], Рімана [3], Якобі 
та ін. Новий етап у дослідженні гіпергеометрич-
них функцій пов’язаний з розвитком загальної 
теорії аналітичних функцій. 
Зображення гіпергеометричної функції Га-
усса у формі означених інтегралів було предме-
том цікавих досліджень Ейлера, Гурса, Похгам-
мера, Вейєрштраса, Шварца, Гобсона, Ватсона 
та ін. 
В останні десятиріччя посилився інтерес 
до узагальнення гіпергеометричних функцій за 
Райтом [4, 5], вивчаються та досліджуються 
окремі випадки, які мають не тільки теоретич-
не, але й практичне значення [6—10] та ін. 
Виникає потреба подальшого дослідження 
та застосування нових узагальнень гіпергеомет-
ричної функції Гаусса. 
Постановка задачі 
Мета статті — дослідження основних влас-
тивостей r -узагальненої гіпергеометричної функ-
ції Гаусса, застосування їх до обчислення озна-
чених інтегралів, яких немає в наявній науко-
вій та довідковій математичній літературі, роз-
в’язання інтегрального рівняння Фредгольма   
I роду з узагальненою приєднаною функцією 
Лежандра I роду. 
r -Узагальнена гіпергеометрична функція Га-
усса, основні її властивості 
Вивчимо детальніше нове узагальнення гі-
пергеометричної функції Гаусса, запроваджене 
в [11]. Деякі властивості функції досліджено в 
[12]. 
Розглянемо функцію вигляду [11]: 
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де > >Re Re 0c b ; > 0r ; <| | 1z ; γ > α >Re Re 0; 
τ β ⊂{ , } R ; τ > 0; τ − β < 1; Β(. . .)  — бета-функ-
ція [13]; τ βΦ ,1 1 ( ; ; )a c z  — τ β( , )-узагальнена вирод-
жена (конфлюентна) гіпергеометрична функція 
[9]: 
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де Ψ1 1( )z  — частинний випадок узагальненої 
функції Фокса—Райта [6]. 
При β = τ  функція (1) матиме вигляд 
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тут τΦ1 1( ; ; )a c z  — узагальнена вироджена (кон-
флюентна) гіпергеометрична функція [9]: 
ττ − − −ΓΦ = −
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Зауважимо, що при = 0r  формули (1), (3) 
дадуть класичну функцію 2 1( , ; ; )F a b c z  [13]. 
Виявилось, що функції (1), (3) знаходять 
застосування при розв’язанні складніших задач 
теплопровідності, задач теорії дифузії, у кван-
товій теорії поля, у теорії стохастичних дифе-
ренціальних рівнянь, теорії радіації, теорії 
ймовірностей та математичної статистики, тео-
рії кодування та ін. 
Подамо основні властивості функції 
%( , ; ; )r F a b c z . 
Лема 1 (інтегральні зображення функції 
%( )r F z ). При умовах існування функції 
%( , ;r F a b  
; )c z  справедливі такі інтегральні зображення: 
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Для обчислення інтегралів доведення функ-
ціональних співвідношень із суміжними уза-
гальненими гіпергеометричними функціями 
важливу роль відіграють зображення функції 
%( , ;r F a b  ; )c z рядами. 
Лема 2 (про зображення функції %( )r F z  ря-
дом). Якщо > >Re Re 0c b , > 0r , τ β ⊂{ , } R , 
τ > 0 , τ − β < 1, γ > α >Re Re 0, то справедлива 
формула 
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де ( )na  — символ Похгаммера; ,
γ
τ β αΒ  — τ β( , )-уза-
гальнена функція [10]: 
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 ; (12) 
тут >Re 0x ; >Re 0y ; δ > 0; ω > 0; τ βΦ ,1 1  — 
функція вигляду (2). 
Д о в е д е н н я  легко здійснюється, якщо 
використати зображення (12) для ,
γ
τ β αΒ , зобра-
ження функції τ βΦ ,1 1 ( )z  рядом [10], можливість 
перестановки операцій інтегрування та суму-
вання. 
Наслідок. 1. Зображення функції %( )r F z  ря-
дами, які встановлюють зв’язок із класичною 
гіпергеометричною функцією Гаусса 2 1( , ;F a b  
; )c z , з її суміжними функціями від однієї і тієї 
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. 
2. Зображення функції %( )r F z  рядами, які 
встановлюють зв’язок із класичною гіпергеомет-
ричною функцією Гаусса 2 1( , ; ; )F a b c z , з її су-
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Лема 3 (функціональні співвідношення для 
функції %( )r F z ). При умовах існування функції 
%( , ; ; )r F a b c z  справедливі такі функціональні спів-
відношення: 
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 − − + =% %( , ; ; ) ( ) ( , ; 1; )r rc F a b c z c b F a b c z  
 + +%( , 1; 1; ).rb F a b c z  (25) 
Д о в е д е н н я. Доведемо, наприклад, фор-
мулу (23). Використаємо інтегральне зображення 
(1) для функції −+ − + −% 1( , 1 ; 1 ; )r F a a c a b z : 
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Інші співвідношення доводяться аналогічно. 
Інтеграли з функцією %( , ; ; )r F a b c z  
Для обчислення інтегралів з r -узагальне-
ною гіпергеометричною функцією Гаусса 
%( , ; ; )r F a b c z  використовуються означення функ-
ції %( )r F z  (формула (1)), зображення функції 
%( )r F z  рядами, відповідні підстановки та не-
складні перетворення. 
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Інтеграл з %( , ; ; )r F a b c z  та показниковою 
функцією. Розглянемо 
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Зауважимо, що при обчисленні вказаного 
вище інтеграла використовувалось зображення 
τ β( , )-узагальненої бета-функції вигляду (12) 
рядом: 
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Інтегральне рівняння з функцією −μν







ядрі. Розглянемо інтегральне рівняння Фред-
гольма І роду  
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де ( )r F
%% K  — функція, визначена формулою (3). 
Інтегральне рівняння (32) перепишемо в 
операторному вигляді: 
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Для знаходження розв’язку рівняння (32) 
доведемо дві допоміжні леми. 
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можна подати у формі 
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τΦ K1 1( )  — τ-узагальнена вироджена (конфлю-
ентна) гіпергеометрична функція (4). 
Д о в е д е н н я. Використовуючи (36), (37), 
(4), законність перестановки порядків інтегру-
вання (виконуються умови теореми 18 із [14,             
с. 413]), дістанемо 
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Лема 5. При виконанні умов існування ін-
теграла (32) справедлива така композиційна 
формула для (35): 
 λμ μ μ
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1 1, 1 1
2 2 2
( )( ) ( )r rf x C f x , (41) 





 визначаються відповідно фор-
мулами (39), (40); 
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Д о в е д е н н я. Використовуючи цікаве 
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r  і згідно з (38) переконуємось у 
справедливості (41). 
Повертаємось до розв’язання інтегрально-
го рівняння (32). Справедлива така теорема. 
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де Μ  — інтегральний оператор Мелліна; 1−Μ  — 
обернений оператор Мелліна [15]; 1−Τ  — обер-
нений оператор від (40); 
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Д о в е д е н н я. Застосовуючи перетворення 
Мелліна та відому формулу [16] 
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після перетворень знаходимо обернений опера-
тор для (39). Після перетворень та інтегрування 








































( ) 2 ( ) ( 1)
s
f x C t  
 λη δ
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪× Μ Μ Ι⎨ ⎬⎜ ⎟
+⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
,
1
{ , } , ,
( ) rs
f s p dt
t y
  






p   (47) 
а врахувавши вигляд −αΤ
1 , одержимо (44). 
Висновки 
Нове узагальнення гіпергеометричної функ-
ції Гаусса дало змогу обчислити велику низку 
інтегралів, яких немає в наявній науковій та 
довідковій літературі. Властивості r-узагальне-
ної гіпергеометричної функції %( , ; ; )r F a b c z  до-
зволили запровадити r-узагальнену функцію 
Лежандра І роду та розв’язати в замкненій           
формі інтегральне рівняння з цією функцією. 
Враховуючи перспективність одержаних 
наукових результатів, плануємо в майбутньому 
значно збільшити кількість обчислених інтег-
ралів з функцією %( , ; ; )r F a b c z , розширити об-
ласть їх практичного застосування. 
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Н.А. Вирченко, О.Н. Лисецкая 
НОВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ С r -ОБОБЩЕННОЙ ГИ-
ПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИЕЙ ГАУССА 
Исследованы основные свойства r -обобщенной 
гипергеометрической функции Гаусса, даны их 
применения к вычислению новых интегралов. 
Решено интегральное уравнение Фредгольма І 
рода с r -обобщенной присоединенной функцией 
Лежандра I рода в ядре. 
 
N.O. Virchenko, O.M. Lisetska 
NEW INTEGRALS WITH THE r -GENERALIZED 
GAUSS HYPERGEOMETRIC FUNCTION 
We study the basic properties of the r -generalized 
Gauss hypergeometric function and propose using 
them to calculate new integrals. We solve the Fred-
holm integral equation of the first kind with the         
r -generalized associated Legendre function of the 
first kind in the kernel. 
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